
Formale Systeme: 

1.Formale Sprachen &  
Grammatiken:
- Lexikalische Analyse: Erzeugt Folge

von Tokens (Bedeutungseinheiten)
 Zur Weiterverarbeitung meist

Mitnahme von Informationen wie Name
- Syntaktische Analyse: Erzeugt

Strukturbaum
- Semantische Analyse: Coderzeugung /

Optimierung

- Formale Sprachen: Mengen von String, wie Bezeichner, Programme, 
etc.

 Eine Menge von Wörtern über ∑
 Beschreibbar durch Automaten, Grammatiken, Syntaxdiagrammen

- Alphabete & Wörter:






- Kardinalitäten:
 Über jedes Alphabet gibt es abzählbar viele Wörter und überabzählbar

viele Sprachen
 Fast alle Sprachen können nicht endlich beschrieben werden

- Grammatiken:
 Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G= ⟨V ,∑ , P ,S ⟩ bestehend aus:



 V: Menge von Variablennamen
 Σ: Alphabet, disjunkt zu V
 P: Menge von Produktionsregeln der Form w → v für beliebige Wörter w

und v über Σ ∪ V, wobei w mindestens eine Variable enthält (d.h. w, v ∈ (Σ ∪ V) ∗ und w < Σ ∗ )
 S: Startvariable aus V 

Die Elemente von Σ nennt man auch Terminalsymbole, die Elemente von 
V analog Nicht-Terminalsymbole.

- Ableitungen:
 1-Schritt-Ableitungsrelation: binäre Relation ⇒ zwischen Wörtern aus

(V ∪∑ )
¿
 , so dass u ⇒ v genau dann wenn:

u=w1 x w2 und v=w1 y w2mit Regel x→ y∈P 
 Ableitungsrelation ⇒¿: reflexive, transitive Abschluss von ⇒, das heißt u⇒∗ v genau dann wenn: 

u=w1 ⇒ w2 ⇒…⇒ wn−1 ⇒wn 

- Sprache einer Grammatiken:
 Die aus Grammatik erzeugte Sprache L (G )≔ {w∈∑

¿

|S⇒ ¿w } besteht aus 

allen Wörtern über ∑ , die man von S ableiten kann

- Chomsky-Hierarchie:
 unterteilt Grammatiken & Sprachen in vier Stufen…
 Setzt vorraus, dass mind. Eine Variable in w existiert, sonst keine 

Grammatik
 Typ 0: beliebige Grammatiken
 Typ 1: kontextsensitive

Grammatiken/Sprachen: 
Alle Regeln w → v erfüllen die Bedingung |
w| ≤ |v|.

 Typ 2: kontextfreie
Grammatiken/Sprachen: 
Alle Regeln haben die Form A → v für eine
Variable A.

 Typ 3: reguläre Grammatiken/Sprachen:
Alle Regeln haben eine der Formen A→cB|A→c|A→ε



- Endliche Automaten:
 Ein deterministischer (DFA) endl. Automat ist ein Tupel

M= ⟨Q ,∑ , δ ,q0 , F ⟩Q: Menge an Zuständen
δ : Übergangsfunktion (partiell/total)
q0∈Q : Startzustand
F⊆Q : Menge Endzuständen

Deterministisch: Von einem Zustand aus gehend müssen die Symbole der Übergänge 
unterschiedlich sein -> es dürfen bspw. Keine Übergänge mit bspw. „a“ auf sich und ein 
anderen Übergang zeigen.

 Sprache: L (M )={w∈∑ ¿|δ (Q0 ,w )∩F≠∅ }, für die M einen akzept. Lauf 
hat.

 Von Automat
zum reg.
Ausdruck: 

 Ein nicht-deterministischer (NFA) endl. Automat ist ein Tupel
M= ⟨Q ,∑ , δ ,Q0 ,F ⟩
δ : Übergangsfunktion, 2Q… Potenzmenge von Q
Q0 : Menge mögl. Startzustände

 Läufe:

 Verallgemeinerte Übergangsfunktion:



 Potenzmengenkonstruktion:
 Potenzmengen DFS MDFA≔ ⟨QDFA ,∑ , δDFA ,q0 ,F DFA ⟩ QDFA=2Q

δDFA (R ,a )≔¿q∈R ¿ δ (q ,a) 
q0=Q0 

FDFA≔ {R∈2Q|R∩F≠∅ } 

 Abschlusseigenschaften:
 Vereinigungsautomat: 

 Automat mit den Unterschieden beider
 Schnittautomat (∩): wie Quotientenautomat

M⨁M≔{Q1∪Q2 ,∑ , δ12 ,Q0,1 ∪Q0,2 ,F1∪F2 } mit 

q12(q ,a)≔{q1 (q ,a ) , fallsq∈Q1

q2 (q ,a ) , fallsq∈Q2

 

 Produktautomat:
M⨂M≔{Q1×Q2 ,∑ , δ ,Q0,1×Q0,2 ,F1×F2 } mit 
δ ( ⟨q1 , q2 ⟩ , a)=δ1(q1a)×δ2(q2a) 

 Komplementoperator:  M≔ ⟨Q,∑ , δ , q0 ,Q ¿⟩ 

 Konkatenation:  
 Endzustände werden mit Startzuständen des anderen 

verbunden
M⨀M≔ ⟨Q1 ∪Q2 ,∑ ,δ ,Q 0,1, F2 ⟩ mit

δ (q ,a )≔{δ1 (q ,a ) , falls q∈Q1

δ2 (q ,a ) , falls q∈Q2

 und

δ (q , e )≔{Q0,2 , falls q∈F1

∅, sonst
 

 Kleene Stern:
 Von allen Finalzuständen gehen ε-Übergänge zum 

Startzustand



- Reguläre Ausdrücke:
 Menge ist induktiv definiert…

 ∅ , ε
 ∀ a∈∑
 Sei a ,b∈∑  reguläre Ausdrücke, dann sind es auch:  (ab) , (a|b ) ,(a)¿

 Semantik:
 Menge (Sprache) ist induktiv definiert…

 L (∅ )=∅ ,L (ε )={ε }, L ( a )= {a } für ∀ a∈∑
 L ( (ab ) )=L(a)∘L(b)
 L ( (a∨b ) )=L(a)∪ L(b)
 L ( (a )

¿
)=L(a)¿

 Regulärer Ausdruck -> NFA: 
 Rekursive Komposition ε−NFA zu NFA:

 Explizite 
Konstruktion von
NFA:

 NFA/DFA -> regulärer Ausdruck:
 Ersetzungsmethode:

1. Vereinfache den Automaten (entferne offensichtlich 
unnötige/unerreichbare
Zustände)

2. Bestimme das
Gleichungssystem 



(eine Gleichung pro Zustand)

3. Löse das Gleichungssystem
(durch Einsetzen und Ardens
Lemma)

4. Gib den Ausdruck für die Sprache des NFA/DFA an 
(Alternative der Ausdrücke für alle Anfangszustände)

 Dynamisch Programmierung:
 Sei i , j∈ {1 ,…,n } und k∈ {0 ,…,n } mit Lk [i , j ] und

ak+1 [i , j ]≔ ak [i , j ]∨(ak [ i , k+1 ] (ak [k+1 , k+1 ] ))
¿

ak [k+1 , j ] 

i. an[i , j ]≔aqi , qj

ii. a
0 [ i , j ]≔{

a1∨…∨am , i≠ j
a1∨…|am|ε , i= j

 

- Wortprobleme:

- Äquivalenz-Automaten:
 q M p, wenn gilt: L (M p )=L (M q )

 2 Zustände bilden (ggf. über Umwege) auf sich selbst ab

 Quotientenautomat: 
 M ¿ ≔ ⟨Q¿ ,∑ , δ , [q0] M ,F ¿ ⟩

 Q¿ ≔ {[ q0 ] |q∈Q } 

 δ ( [q0 ] , a )≔δ ( ( [q0 ] , a ) ) 

 F ¿ ≔ {[q0 ] |q∈ F } 

                                      mit…

 Äquivalenzklasse: [q ] ≔ {p∈Q|q p }

 Quotienten: P¿ ≔ {[ p ] |p∈P }

 Ermittlung M :
1. Aus q1 q2 folgt stets: q1∈F  gdw. q2∈ F

2. Wenn q1 q2, dann auch δ (q1 , a)∼ δ (q 2, a)

Umgekehrt gilt…

1. Aus q1∈F  und q2<F  folgt immer q1 NOT q2

2. Wenn δ (q1 , a ) NOT δ (q2 , a), dann q1 NOT q2

- Reduzierter Automat M r:
 Minimaler DFA mit totalen Übergangsfunktionen

1. Entferne alle unerreichbare Zustände
2. Berechne den Quotientenautomat

- Nerode Rechtskongruenz ≃R:



 Für Wörter u , v∈∑ ¿ sei u≃Rv , wenn gilt: ∀ e∈∑ ¿ gilt ew∈ L, wenn
ve∈L

- Satz: Myhill & Nerode:
 Eine Sprache L ist genau dann regulär, wenn ≃L endlich viele 

Äquivalenzklassen hat
 DFA M L≔ ⟨Q ,∑ , δ , q0 , F ⟩ mit…

Q= {[w ]≃|w∈∑ ¿ } 
q0=[ε ]≃ 
F={[w ]≃|w∈L } 

δ ( [w ]≃ , a )=[wa ]≃ 

- Lemma - Pumping:
 Beweis für Regularität & Nicht-Regularität
 Für jede reguläre Sprache ∃n≥0, so dass gilt:

    ∀ z∈ L mit |z|≥n … ∃ z=uvw (Zerlegung) mit |v|≥1 und |uv|≤n, so dass:
 Für jede Zahl k ≥0 gilt:  (uv kw)∈L

-

Chomsky Normalform:

 ε∉ L(G), aber es exist. Höchst. 1 Regel der Form S→∈

 Umwandlung:
1. Eliminierung von ϵ-Regeln
2. Eliminierung von Kettenregeln (Form: A→B)
3. Extrahiere Regeln der Form A → c, so dass alle anderen Regeln B 

→ w keine Terminale mehr in w enthalten
4. Zerlege Regeln der Form A → B1 · · · Bn für n > 2, so dass solche 

Regeln nur noch mit n = 2 auftauchen



- CYK Algorithmus:
 Zum Prüfen ob ein Wort zu einer bestimmten kontextfreien Sprache 

gehört

-

Kontextfreie Sprachen:

 Pumping:

 Abschluss nur unter ∪ ,∘ ,∗¿

 Vereinigungsgrammatik:
G1⨄G2≔ ⟨V 1 ∪V 2 ∪ {S } ,∑ ,P1 ∪P2 ∪ {S→S1|S2 } , S ⟩

 Konkatenatiosgrammatik:
G1∘G2≔ ⟨V 1 ∪V 2∪ {S },∑ , P1∪P2∪ {S→S1S2}, S ⟩

 Kleenegrammatik:  G¿≔ ⟨V ∪ {S },∑ , P1∪P2∪ {S→ϵ|S1S } , S ⟩

- Keller (Stack) sind Stapel:
 Als zusätzliche Speicher in endlichen Automaten
 Ist eine Datenstruktur, die eine Liste von Einträgen speichert

 Zugriffsoperationen:
i. push: Ein Element wird oben auf dem Stapel abgelegt
ii. pop: oberste Element wird vom Stapel entfernt und 

zurückgeliefert

⟹ Keller sind demnach LIFO-

Speicher (last-in/first-out)

 Kellerautomat:



 (Typ 2) Grammatik → 
PDA:  

 PDA → (Typ 2)
Grammatik:      

 Deterministischer – DPDA:

 δ :Übergangsfunktionen, sodass ∀ q∈Q ,a∈∑ , A∈Γ  jeweils 
nur eines der
     Folgenden definiert ist…
           δ (q ,a , A) oder δ (q ,a ,ϵ) oder δ (q , ε , A) oder δ (q , ε , ε)

 q0: ein Startzustand q0∈Q

 Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen unter 
Komplement abgeschlossen

 Erweiterung:
 Mehr Stapel: Statt 1 mehrere Speicherstapel 
 Warteschlangenautomaten:  Warteschlange statt Stapelspeicher

verwenden
 Zählerautomaten: Endl. Viele Speicherplätze für Zahlen statt 

Stapelspeicher
 While – bzw. GoTo Programme

 Turing Maschine:

 Lese-&Schreiboperation gleichzeitig möglich & an jeder belieb. 
Adresse

 Übergänge:

(VL16 – 
Video!)



 Ein Lauf ist eine max. Folge von Konfigurationen, die durch die 
Übergangsrelation in Beziehung stehen

 TM-Sprache wird akzeptiert, wenn sie einen endlichen Lauf hat 
und somit in einem Endzustand hält

 Turing-Mächtig ist ein Formalismus, wenn er jedes Ein-
&Ausgabeverhalten jeder TM simulieren kann

 Sprache - Satz von Rice:
 Sei E eine Eigenschaft von Sprachen, die für manche Turing-

erkennbare Sprachen gilt und für manche Turing-erkennbare 
Sprachen nicht gilt.
Dann ist das folgende Problem unentscheidbar:
 Eingabe: Turingmaschine M
 Ausgabe: Hat L(M) die Eigenschaft E?

 TM Sprache = Typ 0 Sprache

 Typ 1 Automaten:

2.Aussagenlogik  :  
- Atomare Aussagen = Behauptungen, die wahr/falsch sein können

 Syntax:

Bsp: q 1 mit Übergang 
L/R -> q bleibt an Stelle



 Teilformeln:
 ist ein Teilwort (Infix) einer

Formel, welches selbst eine
Formel ist



Wertzuweisung: 

 Junktoren anders ausgedrückt:

 Ableitungen mittels Resolution:
 Ziel: Verfahren,

um (Un-)Erfüllbarkeit 
einer KNF zu 
bestimmen

p bzw. -p wird aus 
Klauseln entfernt und 
die Klauseln danach 



 Resolutionskalkül:

 Widerspruchsfreie Resolution zu Modell

 Horn-Logik:
 Horn-Klausel = Klausel, mit höchstens ein nichtnegiertes Literal
 Horn-Formel = Formel in KNF, welche nur Horn-Klauseln enthält

p bzw. -p wird aus 
Klauseln entfernt und 
die Klauseln danach 


